
Explicitly Representing Expected Cost:
An Alternative to ROC Representation

Chris Drummond
School of Information Technology

and Engineering
University of Ottawa, Ottawa,
Ontario, Canada, K1N 6N5

cdrummon@site.uottawa.ca

Robert C. Holte
School of Information Technology

and Engineering
University of Ottawa, Ottawa,
Ontario, Canada, K1N 6N5
holte@site.uottawa.ca

ABSTRACT���������
	���������������������	���	�����������	������ �!���#"�$!%&���'�����������(�)	*�����+�-,
����./�0��1������0�2�430���14����5�1'� �6�7�+89	:14��	+���6��;����7���������0���������(����5<�'3>=
�����?1)������@(A7���0�����'3����14����5<1'� �6�!���'�����������(�)	*�����+�CBD	*���>�)	*���
�/BD	+�(@
��8����0�E	+50�+	+�(�)	+F+���G�+8�"�$!%H���'�����������(�)	*�����+�-,9I�J0�2���G��	��6�����K���
J0�
5������6�)	+��5LA7MN�!	*������.��������O�'3��������B#���(�����/���#��B#B#��5���	����'��@P�����
���0����	+��F+���+821'� �6�)�:	+��5Q14��	����R8?����S(J�����14�����#./�������C	T�
	������?14J0=
��	��/14��	����6��;
���U���V���0��I���6�/	��
5DS(J
	��>�����)	*�������'��@D����.QBGJ�1)�#I�4�������
���O���W����	+�T���������O14��	����6��;������'AX���0���W�
	+��'�G5���B#�����6����	������7�����'���
���!	R��+���(�4Y*�������D50J�	������6@�I�'�Z.����'�X���0�2�6.9�E�����0���������(�)	������+�
�'A#[
������>�����P"�$!%Q���
	+1'�W�������������'�>�����0FD	K14��	����6��;
�'��I��1'�+B#����	2�����0�
���'F�B#���(�����
	+�0�0����F#���0�W8?J0���\��	���F��O�+8V1'���6�)�7	+��5<14��	�����8?����S(J�����=
1)�����'A9�������950J�	������6@#�0���>50J�1'���]��S(J0����	*�����(�9�+�����	����������V���#�����U�6.9�
����	�1'���',9	*������.U����FCB#� �6�W����1������?S(J0���OJ�����5^���_"�$!%`	+�
	*��@��6���2���
I�!����	�5�����@:���������>5�J
1'��5D���E�����!14� �6�����
	+1'��A

Categories and Subject DescriptorsM)A a>A bdc e:f�g�h�i]j h?k�l:m'nog�p�lql?h?r
p0nsj�p(tvu�ws��	����0����F*xzy|{�}~)�Z��G�����+�)}
�
� }>�+���)}
�+�0~�� � {+}

General Terms"�$!%d[��
	*��@0�6���',o%9���6���������6������� �!w-��	+��������F

1. INTRODUCTION�|���*� � �6�G	+��5C�	�.�1'�'���Ec �*t���	*���#	+��F+J���5T�������J�	��6��� �'��@X���
	*�G	+14=
14J���	�1)@R������8?�����R������	+�:	+���0�����0���?	*���7B#��	+��J�������8\14��	+���6��;����/�����=
8?����BD	��
1'��A7���0��������14�����)	����0��@X	����
	������(�����X14��	����6��;
1�	��������C�����+I0=
����BD��.U�����#����	*�(����@2��B2I
	���	��
1'��5G14��	����������������/1)�?	+���V�>1�14J����]BGJ
1��
B#�+���2��8?�����<����	+�P�����O�+���0���4�)A�MZ���?��	������E	�����	+�����(��./�����<�����'���
	�����	+�6@�B#B#�'������19BK����14��	����6��;1�	*�������:1'� �6�)���q������1'� �6�V�+8LBK����14��	����6��=
8�@>���0F!	+�G�'30	+B#�0���98?����B����0�/14��	����\���]B2J
1��O��	���F����]���
	��G�����U14� �6�
��8
BK����14��	����6��8�@����0FW	+�O�'30	+B#�0���|8q����B������9����������14��	����)�)AV%V��	�������BK=
I�	���	+��1'��	��
5W	��6@�B#B#�'������1\BK����14��	����6��;1'	��������G1'� �6�)��	����9���'��	*����5W���
�+���W	����+���0����AV$�����.U	�@:���G1'��������14�/8q���U��BGI�	���	+��1'���������G����	����E	
14� �6�������
�6������� �!1)�?	+���6��;
���/.U�����:������BK����14��	����6��;1�	*��������1'���6�/�+8����0�
BK���0�������6@X14��	+���WF+����	����'�7���
	+�����
	*�W�+8V�����GBD	*�6�+�����6@C14��	����',�	+�
5

���0��.�	�@#���OBD	+����	��E	*��F+����������B�14� �6�/�������6�������������V���O���(�����(��������=
	�����@���BGI
	*��	+�
14�2�����O����	����0���0FP���'��A2[���	+�C	����������
	*����� �G���P	+1�1'J�=
��	�1)@(,+�|���*� � �6�\	+�
5!�	�.�1'�'���]	+50� �>1�	*���V���0�VJ����9�+80"�$!%C	��
	*��@0�6���',
./�0��1��EB#��	+��J������U1)�?	+���6��;
���/�����8?����BD	+��1'�7�*� �������0��8?J0���L��	+��F+�!�+8
�� ���6��I�����1'� �6�)�V	+��5#14��	����V8?����S(J�����14�����'A|�����'@K	������O�������������5K�����
1'�+�����'3X��J����U	��W	E.�	�@X����50�4������BK�����G���0�#I���6�214��	����6��;
���O8q�+�G	
�
	�������1'J0��	+��1'�+BGI0����	��������:�+8]1'���6�)��	��
5:14��	����U8q����S(J��'�
14�����'A
�7��1)�?�6���+�G�������+��@21�	+�2I��J
����5W���7���'����1)�|���0�9I���6�V14��	+���6��;����\��8
�����
1'���6�)�V	��
5K14��	+���]8?����S(J�����14�����]	+���/�>����./�K	�����	+5G�+8����B#��As��J0�|�+8�=
�����P���0�'@<	����2�0�+��;03���5EJ��(�����s���0�!����B#�W��8�	����0����1�	*�����+��BD	+�(����F
"�$!%�	+��	���@0�6�?�#��B#������)	��>��A������<���4�?	*�������
��������I�4�6.��'���Q50��14��=
�6�����R�������+��@R	+�
5R"�$!%�	+��	���@0�6���9�?�U5>����1'J
������5D���EwsJ��6����5L� �9I�(�+�
c  *tvARM6�C�	�.U1'�'���O	��
5X�V���*� ���6��� �Rc ¡0,|¢�tV.9���������T1'�'����J0��	+�!8q��	�J
5
50�4����14�������L,����0�'@£���+����5£���
	*�:���0��1'� �6�E	+��5d	+B#�+J��(�R�+8!8q��	�J
5
�+	+���������*� �'������B#�O	+�
5P���>1�	*�����+�-A7���0����.U	+���+���OB#�+������	*�������<8q�+�
�����4���/��������	+��1��E���>���2"�$!%d	+��	���@0�6�?�'A�$�J��U��./�P�430��'�����'�
1'��.U�����
��BGI�	���	+��1'��5^1)�?	+�������Ec b*t�5���	����W.U�����^�����D5��'����14�������C�+8/�����9���0�������
	+��5:�����W�>J�B2I������8V�0����=6�����������U8�	�����J��6.9�'��F�����5E�����!�>J�B2I���U�+8
���0�������'AE¤��+�O������@X.9�����#�����#1)�?	+�������O��B2I
	���	��
1'��5o,s���0�#5����6������I�J�=
�������_��8����0�����?�W� ������J��!������=Z���0�����?�!���_��J0�O�430��'����B#�'�>�)	*�9I�	��)1������
.U	+��J����������'��@P���DI�O���0�2�+���2	+�����6����F:��������	+14����1'��A7¥^�O	������:8?�'���
���
	*�����0�W����	+50�'=N��¦TI�'�Z.�������5��'����14�����0F:�����������7	��
5P8�	*�����K	���	���BD�
.U	+�\I�'�������\���'8?�]������	�1��K���
5OJ
�����\��8�����U�6@0�6����BPAs����������14���
�6��5>=
����	*�����+�
������5P���D��J0��	+50�+�0���������+8V"�$!%&	+�
	*��@��6���'A7[��6@�B#B#�'������1
BK����14��	����6��;1'	��������£1'� �6�)�G	+�
5T����F��0��@T��B2I
	���	��
1'��5_1)�?	+�������G��8?�����
	+�������7���E§!�0��.U����50F��!���?��14��������@:	+�
5D�!	*�)	K¨E���0����F:��§!�7�O�V	��
5
¨<	�1��0���0�Xw-��	+��������F&�v¨Pw]�#	+��5£���������48q�����X"�$!%�	+��	���@0�6�?�D���:	
�+	���J
	�I0���7���(�+�-���R���������W14��B#BGJ0�0���������'A
M6�X���0���7�
	�����7.��K8?�>1'J
�!�+�C�����GJ
���K��8U"�$!%©	+��	���@0�6�?�78?���!�����
�(����J
	���	��
	���@0�6���K�+8�������J0���)�#50J0������F��'3��������B#���(�)	��������L,�	��
5_�����
���(������	�14����� �2§!�7�H�����>1'�����',s	+��5P�����O�����������(�)	*�����+�C��89���0� ���G���4=
��J0���)�\���K����������)�'A��
���]���0���\��J0���� ���/50�����0�����/	������8�����U�6�������0F+�����
�+89�����K"�$!%����'�����������(�)	*�����+�-,-.��G8?��J���5X���0�KF���	����
�7�0���>50J�1'��5
.��'���E�����#	*��.�	�@��K��	��6@T�������>���'�������'��AT[��������+J�F��T���K���G��	��6@T���
�����D./�0��1��ª1'J���� �K���OI�'�������W���T;�F�J0����«+,\���2���2B2J
1��^��	+��50�'�O���
50�4������BK�����RI>@^����.�B2J
1��-ACMZ�G���K	*�����^�����G��B#B#��5>�?	*���'��@ª14����	��
8q�+�O./��	��O1'���6�)�2	��
5C14��	����O5����6������I�J0�����+�
�W14��	����6��;
�'�G[¬���!I�'�������
���
	��T14��	+���6��;����O��As¤����7���7���W��	��6@X���ª�����	�5>=Z��¦V®:�����K�430���14����5
1'���6����8|	K14��	����6��;�����8?����	2;�3���5:1'� �6��	��
5E1)�?	+����5>���6������I0J0�������LA|M6�
;
F+J����/a/���0�U1'J������V����I�'������������	+�W�����9����������8?���|����B#�91'� �6�)�]	��
5
14��	����W5>�?�6������I0J0���������',-I0J0�������G��	���F+�G���������W50�'���'��BK���0��5<I(@P�����
1'���������������/��+���(�U�+8����0�71'J0��� �������O�������+�U��B#B#��5>��	����'��@#�+I��(����J��'A
���0���G���08?����BD	*�����+�Q1�	��£I�P�43�����	+14����5¯	��K���#���G��B#�����?1)���G���¯�����
F���	����L,�I0J0�/��J0��	����������
	*����� �!���������������(�)	��������PBD	�� ���9�����'3��0����14����A



A

B

°/h?r±sf�pª²�³2´Oµo¶^·-k
f*h�n-r_¸�p�f*¹Nµf�¶Ck
nsj�p

°/h?r±sf�p^ºo³W¸�p�f�¹Zµ
f+¶Xknsj�p�»#k
n-r
p�¼

2. TWO DUAL REPRESENTATIONSMZ�������?�<����14��������.9�_I������'½�@������(���'.¾"�$!%¿	��
	���@0�6���C	��
5&����.
���#���#J
����5ª�������+	���J
	*������F^�+�R1'��B#��	+������F^	^14��	����6��;������ �R�����8?����=
BD	��
1'�+A£¥^�:�����'�¯���(�����>50J�1'�E�+J��D	�����������	������ �<5�J
	*�/�������������'�0=
�)	*�������-,�./�0��1���BD	*���(�)	*�����D���0�����T	+50�+	+�(�)	+F+���:I0J0�:I(@QBD	+�(����F
�430�����?1)���������W�'3����14����5<1'� �6���?��BGJ�1)�:��	��6���������DJ0�
50�'���6�)	+�
5oAUM6�
I�������������������'�>�)	*�������
�',L�����2	+��	���@0�6�����?�������6������14����5<���D�Z.��:14��	����
�0����I����'BD�9./�0��1)�P	+���!���'8?��������5E���K	+�/���0�7�� �6������� �W	��
5:�0��F 	*����� �
1)�?	+���'A

2.1 The ROC Representation�|������� �6�9	+�
5K�
	�.�1'�'����c ��to	�������	+��F+�'��@#��������+�
�6��I0���/8q���]���(�����>50J
1)=
����FW"�$!%£	��
	*��@0�6���V���!������§!�7��	+��5D¨PwC14��B#BGJ0�0���������'A�MN����	�5
I�����ªJ�����5T�'3>�����
�6��� �4��@^���¯�6��F���	���5��'����14�������L,]./�������D���#��	+���0��5
���)����	+B#�E�"���1'�'��� �'�!$������	*�����0FR%9�
	���	�14���������6����1���®P	�I�I0�����(�?	*����5
���#"�$!%�A
�>.��4�)�Oc «�a*t]���0�*.9��5:����	��/������	�5P	GB2J
1��:I0��� 	+50����	+��=
�0����1�	�I0�������Z@(,�I(@�50��B#�+�
�6����	*�����0F^���)�E	+50�+	+�(�)	+F+���D���Q���+	���J�	�������F
5���	�F������6����17�6@0�6����BD�'A\M6�#"�$!%ª	+��	���@0�6���9�����6����	�5#��8��ZJ
�6�U	W�6����F����
�+	���J��#��8/	�1�14J���	�1)@(,\	E��	����W�+8/�+	���J��������W����1'�+��50��5C8?���O5���¦o�����'�>�
1'���6�)�2	��
5T14��	+���O8q����S>J0���
1)�����'APM6�^�6��F��
	*�/50�4����14�������T���0�����K.������
1�	*������5T���0�R�����2��	*���E	��
5C8q	������P	*��	+��BÀ��	�����A�MZ�^�����D§!�7��	��
5
¨Pwª1'�+B#BGJ������������U���0�'@E	+���O1�	�������5P�����7����J0�W�� �6������� �W��	����D�q�����
8q��	+14�������£�+87����6�����������K1'�+������14����@¯14��	����6��;
��5�G	+��5ª8q	������P����6������� �
��	����C�q�����D8q��	+14�������¯�+8�����F�	������ ���GBK����14��	+���6��;���5�)A_���0���G�
	*���K�+8
�+	���J����K�0���>50J�1'���#	C������>�#���£"�$!%z���
	+1'��u<�����:8�	������<����6������� �
��	�����I�'����F!�����/3>=Z1'�(����5>����	�����,>���0������J0������6������� ����	�����I�'����FW�����
@>=Z1'�(����5>����	�����A
���+B#��14��	����6��;
�����V�
	�� �/�
	���	+B#�'�������\8q�+�V./���?1��R5���¦o�������(�9���'��������F��
�����>5�J
1'�/5>��¦o�������(�|"�$!%^��+���(�)�'A]�
���]�'30	+B#������,(	71)�?	+���6��;
���|���
	��
�����>5�J
1'���R�0����I
	�I0�������������:�+82	��Q�'30	+B#�0���<I�'���0FT���Q��	�1��&14��	����',
��J
1��2	��\	�¤�	���� �V�U	�@(���\14��	����6��;�����,(1�	��G��	*���9	/�����������0�+��52��	+��	+BK=
�'�����!I���	��6����FR�����G;��
	��|1)�?	+���W���'����14�������Qc Á>,\Â�tvAG�|���+�������0FP	����|�����
"�$!%d��+���(�)�����
	���1�	��PI�!�����>5�J
1'��5EI(@:�+	+��@>����FO���������W��	+��	+BK=
�'�������2�����>50J�1'���2	+�¯"�$!%¬1'J0��� �#8q���K���0�E1)�?	+���6��;
����A¯�]@0����1�	�����@
���0���#���E	_5�����1'���4���C���4�E��82������>�)�',/���
1)��J�5�����FQ�vÃ>, Ã(�R	��
5���«+,�«��),
./�0��1���	����P1'�+���0��14����5ªI(@T�����0�P����F+B#���(�)�'AªMZ8���J
1��¯	X��	+��	+B#�4=
������50�(���������7�'3>���6��,o	���F+����������BD����J
1���	���5���14���6�����<����������1�	+��I�
B#�>5���;���5G���!����14��J
5���1'���6�)�V���O�����>50J�1'�/������5���¦o�������(�9��+���(�)��c a*tvA
[�����������	������ �'��@2������14��	����V8?����S(J�����14�����|���K���0�/����	*���0����FO���'�91�	+�DI�
1��
	+�0F���5:I>@:J���50���U�+���*� �'����	�B#�0������FK���#�6��B2J0��	����W	#1��
	���F��!���
14��	����/�������+���/�+��BK����14��	+���6��;
1�	������+��1'� �6�)�Oc Á�tvA
$����:��+���(�#���d	+�£"�$!%z5���	�F���	+BÄ5���BK���
	*�����#	+�0�+���0���G��87���#���
	+I�*� �:	+��5T�������0�#���48?��,|�NA ��A^�
	+�K	<�0��F��0���2����J0�:����6������� �R��	����
��Å�ÆW�V	+��5E	2����.��'�/8q	������W�� �6������� �!��	����#�NÇ!ÆW�)A�MZ8\������(��[�50��BK=
���
	*������������>����,
[�����.U�����\��	*���W	G����.9�����430���14����5P1'���6������	+�P�
8q�+�9	*���
�� ���6��I�����1'���6�|��	������ �|	+��5K14��	����|5����6������I�J������+�
�'A|$��0�/���'�|�+8
��+���(�)�|[��?�|50�+BK���
	�����5GI(@K	����+���0���|�ª./�0���#��	+1)�#������(�|���D[£���
50�+BK���
	�����5DI(@K����B#����+���(�U��	��
5D���W��+���(�9���R�¯����5���BK���
	*����5
I(@d	T������>�R���Q[OA����������+��BD	���	�����J0B#�0�������d���d"�$!%�	+��	���@>=
�6���G���G���
	��2���������:��+���(�)�#	+���E��	+B#�0�����2�+8!	X1'�+�>�����>J��+J
�K14J���� �
	+��5����0�����'8?�����#���+��BD	��V1'J0��� �2;0�������0FR����1)�0�0��S(J����71'	+�^I�GJ
����5oA
M6�£�(.��'�)�'� �G.��+���&c «*a*t���B#�(�+���¯1'J0��� ���K	����:;0������5T���C�6@����?1'	�����@
	E��BD	*���V�>J0BGI�����+8U������>�)�',-��	�@�8q�+J��!���7;�� ��A2[�����������	������ �'��@X	
���+�0=N�
	���	+B#�'������1W	+�0������	�1������/���#J
���2	D������1'�'=v.U�����2��������	���8?J��
1)=
�������L,��6����������FO	�5���	�14���(����+���(�)�]I>@G�6����	���F+�>�V�����0���'A]�7�+BK����	+��1'�����
�����'�P50�4;
����5R8q�+��	�����������(�)�U���R�����W1'J0��� ��A
�s��	+5����������
	*�
"�$!%T	��
	���@0�6���\�
	��]	+�\���)�\������BD	���@!8q�>1'J��|5��'������BK���0=
����F7./���?1��D5���	�F������6����1��6@0�6����B����V14��	����6��;����9��	��\�����UI���6�V�����8q�+��=
BD	+��1'�!���
50�'����
5����(����8�1'���6�!����14��	�����8?����S(J�����14@(A���J0�����������W���
	������D	��:��B#������)	��>������1'����5�	+��@R�������!��8|���'����14������F2�����!���'����8]�6@0�6=
����BÈ��	+��	�B#�'�������7����������5����(�?5�J
	*�L14��	����6��;
���4�V����	��/F+��� ���9�����7I���6�
�����8?����BD	+��1'�#8q�+�K	P�
	�������1'J0��	+�G1'� �6�G���214��	����28?����S(J�����14@(A<�������
1�	��GI�U5������9I>@WB#��	+�
����8
�����VJ��0����]1'���>� �43W��J����0��8����0����+���(�)�',
./�0��1��:��	��|I�����R������./�D���G5���BK���
	*����	*���-������>�)�|J���50���|��������J����
c ��tvARMZ�W��	��78qJ0���������!I���'�_������./�C����	��250�+BK���
	+��1'�G��B#�0�������!��J�=
����������W�����8?����BD	��
1'�K8?���2	:�+	+�����'�6@X��8�1'��B#B#�+�0��@>=ZJ�����5<�����8q�+��=
BD	+��1'�UB#��	+��J������/c «�Ã*tNA|���0��5�	����0��52�������U���G;
F+J����/Á����|	��6@��0��1�	*�
"�$!%ª1'���>� �'32�>J0���vA|�������6��������+8-	!����F�B#�'�>�V�+8o���0��14���>� �'3G��J����
1'�+������14������F<�����#�6.9��� ��������1'���R�NÇ!Æ\É*Ê�Å�Æ\É��!	+��5d�NÇ!Æ�Ë�Ê�Å�Æ�Ë������
F+��� �'�PI(@D��S(J
	������+�^«�A



0 0.5 1
0

0.5

1

False Positive Rate

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

2.4

1.5

2.2

C

A

B

°/h?ro±-f*pCÌL³O´Oµo¶^·sk�f*h�n-rªÍWÎ2µ^»DÏD´Ðj(±sf�Ñp�¼

Å�Æ ÉVÒ Å�Æ Ë
Ç!Æ\É Ò Ç!Æ�ËDÓ`Ô

� Ò ��ÕG�NÖK× Ò �
Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW� ��«*�

./�0�����
Ô
��Ø
�7���2�����R�����+I
	+I��������Z@ª�+8!	�F+��� �'�¯�43�	�B#�0���RI�'����F����

1)�?	+���|Ø, 	+�
5KÕG��Ø-× Ù��L�?�����0�/1'� �6�]���
1'J0������52��8o	��K�'30	+B#�����V���G14��	����
Ù��?�UBK����14��	����6��;���5P	��UI�'���0FG���<14��	����/ØA]Ú9S(J
	*�������C«!50�';������9���0�
F+��	�5>���'�>�/��8]	+�D�����+=N�����8?����BD	+��1'�7�������#c ��tvA9%V��	����6��;
�'��������	+������FG	
�������W��	*���������W��	�B#�!�'3����14����5:1'� �6��8q�+�����0�7��	������D�+8\�0����������	+�
5
BK����14��	+���6��;
1�	������+�C14� �6�)�UF+��� ���EI>@D���0�7F���	+5������(��A
Ú|� ���C	R�6���0F+���D14��	����6��;����O1�	+��8q�+��BÛ	+�X"�$!%�1'J0��� ��AO�����K���+����5
�����������D;
F+J�����ÁW���������>5�J
1'��5DI(@D�6��B#����@#1'��B2I0���0����F214��	����6��;����U�
.U�����E���0�7�������>��	*��14��	+���6��;������'u�������>�W�vÃ>, Ã(���������������'�>�)�/14��	+���6��8�@>���0F
	*���U�'30	+B#�������2	+�2���'F 	������ �+Ü9������(�:��«�,�«��7�����0���������(�)�G14��	+���6��8�@>���0F
	*���7��+���(�)�D	��#�� �6������� ��A����0���6���+����D�+8!�����:�����0���D1'���0����14�����0F
1)�?	+���6��;
�����ª���#�vÃ�, Ã �|	+��5G���D��«�,�«��]50�';����������/��	���F����+8o���0����	*�����
��8|������������	+��5EBK����14��	����6��;1�	*�������X1'� �6�)�/8q�+��./���?1��<14��	+���6��;������Q���
��������(����	�����@<J
���'8?J0�v,
���)���+�����	������0FR��	���F+��A/�
���������+I
	�I0�������Z@>=614� �6�
��	*����� ����J��)�6��50�V�������-��	+�0F���,�14��	����6��;����\�C.U�����>I�9�+J0�������8?����B#��5!I(@
	/�������>��	*��1)�?	+���6��;
����A|[��-.U�����O���0���6����F����/1)�?	+���6��;
����,+�����9�+�����	������0F
��	���F+����8L	+�(@G���������'32���#	��#"�$!%ª14���>� �'32�>J0���0���|50�';�����52I>@W���0�
�6���+�������8\�������Z.��G�������W���'F�B#���(�)�U1'�+������14����5:���G����A
���>J��|�����/"�$!%ª�������������'�>�)	*�������R	�������.��U	+�D�'3��������B#���(�����\���O�����
S(J��?1��(��@<��89���0�#14��	����6��;
�'�G5���BK���
	*�����7	+�0�+���0����AKÝ��6���0F:���0�K1'�+�0=
���'3<�>J0���v,L��+�����(����	�����@X���0����BD	*�]14��	����6��;
�'���O	��
5<�����'���7�+�����	������0F
��	���F+����1'	+�PI����5����(����;���5LA

2.2 The Dual Representation$��0�P�+8������<S(J0���6�������
�K�������5¯���¯�����:���(�����>50J�14�������¯�?�K�0��.Ð���
5��'������BK���������0��5���¦o��������1'�U���G�����8q�+��BD	+�
14����8o�6.��!"�$!%ª1'J0��� ���'A
�����9���
�6�)	��
1'�+,(���#;�F�J�����Á!������5�	+������5D1'J0��� �����V1'�����)	�������@DI�4�������
����	+�K���0���������?5#�+����A|�s�!B#��	���J����/�0�*.�BGJ�1)�2I�'��������,(�+����BK��F+�(�
I�R����B#�0����5_�����)	+���:�����:ÚVJ�14����50��	��d5����6�)	��
1'�P�0����BD	*�U���X���0�
����.��'�\1'J�������A���J��s�����?�o.��+J0��5!I�|./���+��F����!�6.9��1'�+J��(�)�'A-�������6����@(,

0 0.5 1
0

0.25

0.5

Probability Cost Function

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

°/h?ro±-f*p�Þs³O´Oµo¶^·sk�f*h�n-r_ß©h?¼�j l?k
¼�¼�h�i]j�k�g�h?µon�´Oµ¼�g�¼

�����D5>��¦o�������
14�D���T�430���14����5T1'���6�2���!�����K.9�'��F��(����5T¨<	����
	*���)	+�
5����6�)	��
1'�PI�4�6.��'���¯�Z.��^14��	����6��;
�����',/F���� ���¯I>@ª��S>J�	���������a>,����+�
������ÚVJ�14���?5���	+��5>���6�)	+�
14��A

à#c Õ É t Ò à#c Õ Ë t Ó ��Å�Æ ÉVÒ Å�Æ Ë �
Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW�á â4ã äåæ

�Na �

Ö �NÇ!Æ É9Ò Ç!Æ Ë �
Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò �á â)ã äåLç

����1'����5���@(,������]�����8?����BD	+��1'�V5���¦o��������1'�|������J���5WI�]B#��	+��J�����57I�4=
�6.9�����#������	+�0�����+������	�����14��	����6��;
�������+�D��	�1��D"�$!%£1'J0��� ��A�¥Q�0���
J
�6���0F����0�E14���>� �'3^��J����9���������E	����R���0�:I���6�K14��	����6��;
�'���28q�+�G�����
�
	�������1'J0��	+�G1'� �6�K	+��5T14��	����28?����S(J�����14@^50�';�����5^I(@X�����#.��4��F+�(�)�
è�é 	+�
5 è7ê ���P��S(J�	��������Pa>AVM6�:;�F�J0���!ÁG8q�+��	2������I�	+I��������6@>=Z1'���6�
��	������K��8]��	�@Ea>A�«7�����714��	����6��;
���/BD	���� ��5R[����R������5�	����0��5E14J���� �
�����+J0��5KI�/1'�+B#�
	+����52���7�����U�+���/BD	+��� ��52�ª���G���0�/���+����5D1'J���� �+A
��J��V��8o�����U��	*�����!.�	���a(A Á�,(���U���0��J0��5KI��1'�+B#�
	+����52���7�����U�������(�?	*�
14��	����6��;�����BD	���� ��5P%d�+�E�����W50	�������5P1'J������W	��/�����!�+����F����-AU�������
���������W14��	����6��;���������	���	*��.�	�@��U��	+I�'���U���
�6�)	+��1'���U���'F 	������ �+A
�s�C5�������14����@ª14��B#�
	����R���0�:��'��8q����BD	��
1'�:�+8��6.9�^14��	+���6��;������G.��
����	+���68q�+��Bë	��X"�$!%Q1'J0��� �!���>���D	D1'���6�!1'J0��� ��AU����F+J����O¡:���0��.��
�����K1'� �6�O1'J0��� ���!1'�+�������������5�����F:���:�����G"�$!%�1'J������������C;
F+J����
Á�A<�����#3>=6	*3>�?�7���ª	<1'���6�K1'J0��� �K���O���0�#������I�	+I��������6@>=Z1'���6�28?J��
1)=
�������O8q���\����6�����������'30	+B#�������',(Æ!Õ!ÇG�NÖW� Ó è�é]ì � è�é Ö è7ê �o./�������
è é 	+�
5 è ê 	+���#�����K.9�'��F��(�)�!���_��S>J�	��������_a>A<�������W���O�6��B#����@
Ô
�NÖW�),������!�0����I
	�I0�������6@P��8|	K�� �6������� �O�'30	+B#�0����,�./���'�E�����O1'���6�)�

	+���G��S(J
	��vAG�����G@>=Z	�3>�������7�'3����14����5C1'���6�W���+��BD	���������5X.U�����^���4=
�����14�|���!�����/1'���6�9���
14J�������5G./�0���#��� ����@2�'30	+B#�������?�]���
1'�+������14����@
14��	����6��;���5LA|���0�U5�	+������52	+�
5O���+����5K1'���6�|1'J��������s���O;�F�J����9¡71'�+�����'=
�������5R���G���0�!5�	+������5:	+��5E���+����5E"�$!%d1'J0��� ���9���:;�F�J0���WÁ�A|�����
���+����í����(�)	��s�����0�G	*�����<�����O���+����5�1'� �6�71'J������W1'������������+�
50�����#�����
14��	����6��;����7BD	+������5:��A�����O���
5E������>�)�/�+8]���0�W�������!���
5>��1�	����W�����
14��	����6��;������ ������'��	�������F#��	���F��#�vÃ>î ÁGïdÆ!Õ!ÇG�NÖW�|ï�Ã�î  ��),0./�0�����7���



0 0.5 1
0

0.5

1

False Positive Rate

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

A

°/h?ro±sf�pCðL³W»#ÏR´òñ-·sk�j�p^´2f�µ¼�¼�µ0Ñp�f

�+J0�������8?����BD�!�����K�������(��	��U1)�?	+���6��;
�����'A�MN�O���W���+����í'���(�)	��9I��1�	+J����
Ç!Æ Ó « Ò Å�Æ�8?���/���0���/14��	����6��;
���O�v�����!I�'����.��)A9[U�U���0������BK������8
���)���������	*�����0FD��	+��F+�O��������14��	+���6��;������ �71'���6�!1'J0��� �U�6�����������0�214� �6�
14J���� �G8?���W�����#BD	*�6�+�����Z@C14��	����6��;
����AEÚ9	+1)�C�����0�D����F�B#���(�!���^���0�
50	����0��5K1'���6�914J���� �U14������������+�
5������7�+���U��8
������������>�)�U��� �'�����?14���)�
5��';
������F2���0�W5�	+������5R"�$!%d1'J���� �+A
���0�!5����6�)	��
1'�7I�4�6.��'���E14� �6��1'J0��� ���V8?���U�6.9�G14��	+���6��;�������5�������14����@
����5���1�	������:�����X�����8q�+��BD	+��1'�T5>��¦o�'�����
1'�XI�'�Z.������Q���0��BPA����0�
50	����0��5Q14��	����6��;
�'�P��J��������8q�+��BD�D���0�C�������?5Q�+���Pó£�
	��R	T���*.9���
�+�:��S>J�	����'3����14����5�1'� �6�Dó_8q�+�E	*���7�+	���J����D�+82Æ!Õ!ÇG�NÖW�)A����0�
BD	*3>��B2J�Bë5���¦o��������1'�K���O	�I��J��Ka�Ã ôõ�vÃ�A a+¢P1'��B#��	+����5�����Ã�A Á(�),
./����1)�£�>1�1'J����G./�0���QÆ!Õ!ÇG�NÖW�7���R	�I��J��DÃ�î Á����+�DÃ�î   �)Ad�����'���
��'��8q����BD	��
1'�R5>��¦o�'�����
1'�#���W����F�����F���I����:./���'�¯Æ!Õ!ÇG�NÖW���?�O����	��
Ã>î ¢>,��������U���
	��PÃ>î aG�+�/F�����	*����������	+�EÃ�î Â�A
MN�!���!1'�����)	�������@C�� ���6��I����K���:F��'�O	*���V�����?������8q����BD	*�������C8?����B¿���0�
"�$!%_1'J0��� ���',�I�J0�\���]���|�0�+�]�������(�?	*�vA|�����UF���	+5������(�)�]�+8���������\���
14��=
5����(�s����	�������>�sBGJ��6��I�V50�'������BK���0��5��������6�)	+I0�������2���)�s�+�����	������0F
��	���F+��AO�s�:1�	���1'J��?	*���G�����25���¦o�����'�
1'�O�����'3����1)����5�1'� �6��,s	+�<�����+=
��'��8q����BD	��
1'�P�������EBGJ
�6�KI�PI����+J�F��(�#���(���T1'�+�(�)	�14�#.U�����d��	+1)�
14���>� �'3C�>J0���V����5��'������BK�����2./�0��1)�^��+���(�)�OB2J
�6�WI�D1'�+B#�
	+����5LA
�-��;��
5������R	�14��J�	��/14� �6�)�!�����#.��'��F+�>����5_¨<	+����	����)	��ª5����6�)	+��1'�
I�4�6.��'���_������B¾BGJ��6�OI�E1�	*��1'J0��	�����5LA^[��������0���!���08q�+��BD	��������_���
�430�����?1)���/���E���0�!	�����������	������ �!�����0���������(�)	��������LA
���0������1'����5RS(J0���6�������#�� ����5#���#�����U���(�����>50J�14�������K.U	+�V8q�+�V./��	��
��	���F+�:��8�14� �6�#	��
5_14��	+���K5����6������I�J������+�_�?�O���0�:1)�?	+���6��;
���KI�4�������
����	+�D	����+���0����A|�>J���������U.��/�
	�� �U�������Z.��!�>J0�����|���K"�$!%ª���
	+1'��,
���0�75��+������5D	+��5D5�	����0��5D1'J��������9�+8L;
F+J�����¢>AV���������+����5R���������V���0=
5>��1�	�����������=Z��'��8q����BD	��
1'�������0���'A|�����������0�!50���6��F+�
	�����5:[Q����J�1)�0���
���0�G14���>� �'3E��J��������
5���1�	*����5<I(@P�����O50��������5�1'J�������A7[©�������O.U�����
���0�G��	�B#�O�6���+��2���+J
1��0����F#�����O�+���0�����>J����-.��+J0��5<I�O����.����7	+�
5
���W����������F��(�/	��
5K���������48q�������+8-�0��F��0�����'3����1)����5D1'� �6��A]MN8-.9�����+���
�������������0�#	+���+J���5����0�2�>J0������J0�>�����\���7���+J
1�������I�����C��89���0��BÐ.9�
;��
5^������>�)�W���_��	�1��_��J����9��8���S>J�	��9�'3����14����5T14� �6��,\8q�+�K	P��	+��=
����1'J���	+�K14� �6�2���214��	����O8?����S(J�����14@(A�%9�+�(�����>J����0FE���<���+�������0�K�����0�

0 0.5 1
0

0.25

0.5

Probability Cost Function

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

°/h?ro±sf�pCöL³2´Wµ¼�gRñ-·sk�j�pC´2f�µ¼�¼�µ�Ñp�f

������.��s����	������0�9�>J0���(���
5>�?1'	�����5OI>@�������50	����0��5W�������9I��1'��B#���-�����
I�'�������214��	����6��;�����A�MZ�W���2�0�+���'.9�������(@C����	��O�����D1'���������*� ���G������>�
�+8/���0�D�Z.����>J0�����2��	�@0�O�����������E	�I��J��2./�0�����:�+���R1'J0��� �D��J0����'��=
8q�+��BD�G�����:�+�����'��A�MN�D���0��@¯5������������G./�������EI�+���£1'J���� ���G�
	�� �
	�14��	����6��;1'	��������£�����8q�+��BD	+�
14�D����	��2�?�W�����R��	+B#�DI0J0�G��J�I��������=
BD	��|8q�+�O	+�(@C1'� �6�)�W���O14��	����!8q����S>J0���
1)�����'AE����F�J0���DbP������.��!�����
1'���6�KF���	����T����	��O�?�!�����R5�J
	��9�+8/�����#"�$!%`F���	����_��8�;�F�J0���E¢(A
÷��'���O����1�	+�<��B#B#��5���	*���'��@PI�O�������<���
	*�����0�25��+������5E�������O�
	+��	
����.����K�430���14����5T1'���6�#	��
5^�����'���'8q�+���:�+J0�������8?����BD�O���0�R5�	����0��5
�������K���:���0�G���'8?�W��8������K1'��� �����*� ���W������(�O	��
5C�(��1'�K��������	�AD�������
1'����������������������(��./�����P1'���>� ��������5:���#"�$!%�����	�1'�WI��14��B#���U�����
�������7����J�1)������FKI�����E�>J0�����/������./�E���:;�F�J����O¢(A

2.2.1 Constructing the Dual Representation�s�D1'�+�
�6����J�14�����0�W	�����������	������ �W���������������(�)	��������<.��WJ����W���0�!���+��=
BD	���������5^�430���14����5T1'���6��AP���0�#�'3����14����5^1'� �6�O�+8�	E14��	����6��;
���O���
F+��� �'�PI(@D��S(J
	������+�<Á�A

à#c Õ�t Ó ��« Ò Å�ÆW�
Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW��Ö¯Ç!Æ

Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò � �vÁ(�

�����W.��+���6�!�� ���6��I����G14��	����6��;
�'���������0�W����	����?	�I�'���7	����\���
�6�)	��
1'���
���
1'�+������14����@<���#Å�Æ Ó ÃK	��
5�Ç!Æ Ó «O	��
5:���)�/�'3����14����5E1'� �6�����
F+��� �'�PI(@D��S(J
	������+�P¡0A

à#c Õ�t Ó Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW�
Ö

Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò � ��¡>�

�����!�0����BD	*��������5:�'3����14����5P14� �6�/���/���0���E�0���>50J
14��5EI(@:5����(�?5>����F
�����V����F��(�\�
	��
5O�6��50�9��8
��S(J�	��������GÁ�I(@7����	��\��8
��S(J
	*�������O¡�F+���(����F
��S(J
	*��������¢(A



øPà#c Õ�t Ó
��« Ò Å�ÆW�

Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW�
Ö£Ç!Æ

Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò �

Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW�
Ö

Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò � �N¢��

���0���T��������	�14����F:�����K�0����BD	���������5X������I�	+I��������6@>=Z1'���6�O���'��BD��.U�����
���0�D������I�	+I��������6@>=Z1'���6�28?J��
1)�����+�£Æ!Õ!ÇG��Ø
�7	+�W���ª��S(J
	*�����+�ªbP���'=
��J����)�U���P��S>J�	��������< >A

Æ!Õ!ÇG��Ø�� Ó Ô
��Ø���ÕG��ØL× Ø0�

Ô
�NÖW��ÕG� Ò × ÖW�Ö

Ô
� Ò ��ÕG�NÖK× Ò � �vb �

øPà#c Õ�t Ó ��« Ò Å�ÆW�ùUÆ!Õ!ÇG�NÖW�Ö£Ç!Æ¯ùUÆ!Õ!ÇG� Ò � �N ��

�9��1�	+J�����Æ!Õ!ÇG�NÖW��ÖRÆ!Õ!ÇG� Ò � Ó «�, .9�/1�	+�K���4./�������/��S(J�	��������K 
���!�0���>50J�1'�U��S(J
	*�����+�#Â�./�0��1��K���]���0�/�6����	���F��(�|�����0�����'�����������(������F
���0�W14��	����6��;
�'��A

øPà#c Õ�t Ó ��« Ò Å�Æ Ò Ç!ÆW�ù�Æ!Õ!ÇG�NÖW�ÖªÇ!Æ �vÂ �

[©������>�2��Å�Æ9Ê)Ç!ÆW�U���'�����������(������FD	D14��	+���6��;��������<"�$!%&���
	�14�O���
14���>� ��������5ªI(@_��S(J
	*�������£Â����(���T	<�����0�:���d14� �6�D����	�1'��A�[È�����0�
���_"�$!%`���
	+1'�D�?�O1'�+������������5C����	P������(�O���ª1'� �6�G���
	+1'��,]J
�6���0F
��S>J�	��������ª�>,�./���'���Eúd���W���0�D�6������R	+��5^Å�Æ-ûK�����K���(����������14�����+�
.U�����������W����J��O�� �6������� �G��	*���K	*3����'A!�9�+�������������2�������	*�����+�
�7	����
���>� ��������I����+A��>�2���0���������/	������D	GBD	+�0�0����FW8q���+B���+���(�)�!�q�����0���)�V���
14� �6�W����	�1'�O���R���������2����+���(�)�)�U���C"�$!%����
	+1'��AW���0�����'8q�+���G�����'���
���O	EI0��5>������14�������
	*��������(�4Y������0�D50J
	*�����Z@^I�4�6.��'���C���0�#"�$!%©	+�
5
14� �6���������������'�>�)	*�������
�'A

Æ!Õ!ÇG�NÖW� Ó
«

«VÖ¯ú �v� �
øPà#c Õ�t Ó ��« Ò Å�Æ-û���Æ!Õ!ÇG�NÖW�

����F+J����2 G������.��U�����0���U���������������(�����0FG8q�+J����'3>������B#�71)�?	+���6��;
�����/���
���0��14� �6�U����	�1'�+A|[U�|�����U���+�D���]�����U.��+���6�/14��	����6��;
�'��,����V�?�V	���.U	�@0�
./���+��Fª	��
5£��	��#	T14���
�6�)	��(�:�0����BD	*��������5¯�'3����14����5£1'� �6�R��8K«�A
[��W�����#I��������BÛ���W���0�#I���6�G14��	����6��;
����,\���O���2	*��.�	�@��O����F��(�2	+�
5
��	���	#1'�����6�)	+�(�714� �6�7��8|Ã�A����0�21)�?	+���6��;
��������	���	���.�	�@0�71����(�������
�0��F 	*����� �#�
	+�Oí��'���<1'� �6�W./�0���ªÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó ÃP	��
5C	P1'� �6�2�+8�«
./�0����Æ!Õ!ÇG�NÖW� Ó «�A9�����O14��	����6��;
�'������	���	���.U	�@0��1)�0�(� �������� �6=
������� �!��	��/1'� �6����8U«7./�����PÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó ÃG	+�
5:	Gí������D14� �6�/./�����
Æ!Õ!ÇG�NÖW� Ó «�A\¥����������K���0���]8?��	+B#�'.9�����G���V�?�V	+�0�
	+���'�>�|���
	*�V.9�
���0��J��?5K�0��� ���]J�����	!1)�?	+���6��;
���V��J0�)�6��5��/���0�����
	�5���5G����F������D�+8;�F+=
J0���W 2	+�U	2����.����U�'3����1)����5E1'���6��1�	+�:I�!	�1��0��������5RI(@DJ��6���0F2���0�
BD	*�6�+�����6@�14��	+���6��;�����./���?1��X1)�0�(� �����������O�����+���0������8V���0�W�������(��	��
1)�?	+���6��;
������50�������5�����F2����Æ!Õ!ÇG�NÖW�)A
[��D�����<����BK���)�R��8O���0�<���+��BD	��7��	���F+�X��8W�����<�����+I
	�I0�������Z@>=614� �6�
8?J���14�������&��S(J
	*�����+��Â¯�6��B#������;����D���ª��S(J�	��������`«�Ã>AÈ�-�¯�����+�E	
1)�?	+���6��;
���V���2���0�/1'� �6�|F+��	+���L,�.9�����4�|���0����+���(�|���G���0�9���'8?�|��	+�
5
�6��5��/@>=Z	�3>���s���!�\�T	��
52���0����+���(�|���G���0�U����F��(�|�
	+��5K�6��50��@>=Z	�3>���
������« Ò Å�ÆW�U	+�
5<14�����0��14��������B�I(@<	D�6����	���F+�>�������0��A�����F+J����2Â
���0��.���	K1)�?	+���6��;
����.U�����<Ç!Æ Ó Ã�î Ã+�#	+�
5:Å�Æ Ó Ã�î Á+b�AU���0�7�����0�
���'�����������(�)�K�����E�'3����14����5¯1'� �6�R��87�����<1)�?	+���6��;
���R�*� ���K�����:8qJ0���
��	���F+�O��8\�� ���6��I����O1'���6�)�/	+�
5E14��	����U8q����S(J��'�
14�����'A

0 0.5 1
0

0.5

1

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

Probability Cost Function

Always Pick Positive

Always Right

Always Wrong

Always Pick Negative

°/h?ro±-f*p^üo³!ý�þLg�f�p�¶XpC´2l?k
¼�¼�h�i\p�f�¼

0 0.5 1
0

0.5

1

Probability Cost Function

F
al

se
 P

os
it

iv
e 

R
at

e

1 
- 

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

°/h?r±sf�pXÿL³Oe ñ-h�n-rl�pT´Ol?k
¼�¼�h�i�p0f

øPà#c Õ�t Ó
� Ç!Æ9Ê ./�����PÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó Ã
��« Ò Å�ÆW�)Ê ./�����PÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó « ��«�Ã �

���0���K�0���>1'��50J0���E1'	+�¯I�E�������	*����5_8q���D	X���'�#��8!14��	+���6��;������',/	+�
������./�_���T;
F+J����:��A�¥T�R1�	��¯�0��.�1'�+B#�
	+���#���0�:5>��¦o�������
14�R���
�'3����14����5E1'���6��I�4�6.��'���<	+�(@D�6.9�#14��	����6��;������'A����0�����7���U���K�0����5
8q�+�7�����G1�	���1'J��?	*�������
�!����S(J�������5����������G"�$!%����
	+1'��,L.��#1�	��^5>��=
����14����@¯B#��	+��J����:���0�P� ��������1�	*�����'��F��(�R5>��¦o�'�����
1'�E	��R���+B#�P�
	���=
����1'J0��	��7�����+I
	+I��������Z@�=Z1'���6�!�+	���J���A7�7��BK���
	��
1'�W�����'3��0����14���7���<�����



0 0.5 1
0

0.5

1
N

or
m

al
is

ed
 E

xp
ec

te
d 

C
os

t 

Probability Cost Function

°�h�ro±sf�p��L³We ñLp>gKµ
¹�´2l?k�¼�¼�h�i\p�f*¼

14� �6�W����	�1'��A�MZ8|�+���214��	����6��;
���7���/����.9���������'3����14����5<1'���6�!	+1'��� ���
���0�:./�0�+���<��	+�0F��P��8������:�����+I
	+I��������Z@�=Z1'���6�K8qJ0�
14�����+�-,9���R5���BK��=
��	������7���0�K�+���0����ADÚ9	+1)�^14��	����6��;
�'�G5��'����BK���)�!	E��	���8?=Z����	�1'��A:���0�
���(����������1)�����+�_�+8����0�K�
	*��8?=Z���
	+1'���2��8������K���'�O�+8�14��	����6��;������OF���� ���
���0�!����.9�������>� �4���+��7���
5���1�	*����5PI(@:���0�O5�	����0��5:�������W���E;
F+J����O��A
�������/�4¦o��14����� �'��@R1����(� �����U���0�714��	+���6��;����U���
	*�U�
	+�9������BK������B2J�B
14� �6�78?���W	#�
	������?14J0��	+�7�+�����	������0FE��	+�0F���A!���0����������S(J0���+	������(�����
���0�2J0�������1'���>� �43P�>J0���\���<�����O"�$!%����
	+1'��AW����������S(J0���+	������
14�
	����������/8?����B������750J
	*�����Z@R�+8\�������6.��G�������������'�>�)	*�������
�'A

2.2.2 Representing Other Performance CriteriaMZ�2�����?�\����14�������G.9�����(�+�O	��|����._�����9�+�����'�\�����8q�+��BD	+�
14�/1'������������	
5>����1'J
������5DI(@G�|���*� � �6�U	+�
5K�
	�.�1'�'���7c «�Ã�t-	+����50��	����9.U�����#���:14� �6�
����	�1'�+A|�����'@K	+����	��|8?�+������.��'uV�'�������9��	*����,>	�����	!J��
5����\������1'J0��� ��,
¤��'@�BD	+��=Z�\��	+�������E1'���������������<	��
5:.9�����(8q�+��1'�WJ0����������	��������LA
[��O�'�������O��	����K���O�0���>50J�1'��5^I(@^���'��������F<	*���9�����D1'���6�)�W���T��S(J�	�=
�����+�Q¢����C���0��,9���0�P1'���6�:F+��	+�0�¯���K��	+�6����@¯��J����0��5T���(���^	+�d	+14=
14J���	�1)@CF+��	+�0�-AD���0�K� ��������1�	*��5>�?�6�)	��
1'�GI�'�6.9�����T14J���� ����.���J���5
���0���ª���������������(�G�����:5���¦o�����'�
1'�D���£	+1�1'J0��	�14@(Aª���0�����D�?�2���X5���=
����14��BD	+��������FO�+8|	+����	GJ���50���9���0�W1'J����������P"�$!%d���
	+1'�7���K14� �6�
����	�1'�+Ad��J��#.��<1�	���B#��	+��J����E	+����	^J0�
5����2���0�<1'J������:����14� �6�
����	�1'�E	+��5^���G�
	+�G	+�_���(��J0������� �RB#��	+�����0F0AXws�4�KJ
�2	�����J0B#�D.9�
5��W���+�9�>����.����0���0����I�	+I0�������6@>=Z1'� �6�9��	*��J���J
����5G���D����	+14����1'��,�I�J��
.9�2.U�����]J
���W�����2	+�0�������0����	����K1)�?	+���6��;
���7�+�<�����W����.9���7���>� �'���+��
./�0���D���9�?�V���0��./�-A|������	+����	OJ���50���|������1'J���� �/���9�������'3����14����5
14� �6��,9	�����J�BK���0FC	<J0�0��8q�+��B 5>�?�6������I0J0�������

Ô
���L��./�0�������_���O���0�

�0����I�	+I0�������6@>=Z1'� �6�9��	*��J��W�q�����U3>=Z	�3>���|���K������1'���6��F���	�����)A]M6�
5�����5
��8������R������I�	+I��������6@¯5>���6������I0J0�������

Ô
���o�!���G�>����./�_�����R�'3����14����5

14� �6��1�	+�<I�W5��'������BK������5RJ
�6����F#��S>J�	��������C«�«�AU���0����	*�����:	*������.��
	C1'��B#��	+���������£�+8��6.��^14��	����6��;
�'���',/���K����.����D���>� �'���+����',9./�0�����
�+���O50�(���������7�6������14����@P50��BK����	����7�����W����������A/���0�O5���¦o��������1'�!���
	�����	:J0�
5��������0�2�6.9�P1'J0��� ����F+��� �������0�2�'3����1)����5C	+50�+	+�(�)	+F+�G��8
J��6����FK�+���W14��	����6��;������*� �'��	�������������A

0 0.5 1
0

0.25

0.5

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

Probability Cost Function

°/h?ro±sf�p_²��-³OÍ
	-p���p0h�r	og'p��Qñs±�¶ µ�¹�ÍWÎ2µ_´2l?k�¼�¼�h�i\p�f*¼

Å�àWÕ Ó�� É
û øPà#c ÕG���o�Nt

Ô
���L����� ��«�«*�

[È��+���(�2���ª	+�ª��5�F��D�+8/���0�R"�$!%�1'�+�����'3^�>J����V���2�����G�+���R�+8
�����2������F+����	��914��	����6��;
�����',sI�J������W1�	��^I�G����	���������5CI(@�1'�+BGI���������F
�����W�6.9�R14��	����6��;
����������14��50���(�����#�������X	#�����+I
	+I��������6����12.�	�@_c «�Ã�tvA
�����:�����+I
	+I��������6����1E.��4��F+�(�����0FX���#5��'������BK������5_I(@T���0�E5>�?�6�)	��
1'�
�+89�����G������>�!���:��	�1��T1)�?	+���6��;
����AR[��������K14� �6�OF���	����C���!	P5�J
	*�
�����0���������(�)	��������¯���C���0�E"�$!%¬F+��	+���L,9���0�����<	+���P	������_50J�	����2���
����'��	����������',7��J�1)�Q	+�:	�� �'��	+F+���0Fª�Z.��ª14��	+���6��;������'A�M6�£������1'���6�
F���	����L,����0�71'�+BGI����0��5#14��	����6��;����U�?�U	!��������,0������./�E	��V���0�750��������5
�������G����;
F�J0���E«�Ã>A#�����?�������ZJ
�6�7���0�G.��'��F+�>����5C��J0B¿�+8V�����2�Z.��
14��	����6��;������V�+�G����������.����|���>� �'���+���,����
5>��1�	�����52I>@W���0�/���+����5G�����0���',
���
	*�U���>���'������14��	���	GF��������P� �������43LA
���0���WI��1'�+B#���7��B#��+���)	+�(�W./�����T1'�����6�?5���������F�1'������������	���J
1��_	+�
¤��4@0BD	��0=N�\��	��������ª	+��5^.��+���>8?����1'�:J0����������	��������LA_�����R¤��4@0BD	��0=
�\��	��������ª1'���������������ª14��B#���78q���+B¾�6�)	������6����1�	����>@�����������6���7�����6������F
	+��5GBK���0��BK�������������/�����+I
	�I0�������Z@G��8-	��6@���9�6.9�!���������|8q�+�9	7BD	*3�=
��BGJ0B 	�������.U	+I����^�����+I
	�I0�������Z@d��8O	^�6@���P���0������������A`�����R��J��
��J0���� �����',-���0���!50�4������BK�����������0�KBD	�3>��BGJ0BÐ8q	������#�� �6������� �#��	����
	+��5ª���0�E	*��B ���G�������_����;
�
5T���0�P14��	����6��;����K.U�����£�����D��	+��F+���6�
����J��R�� �6������� �R��	�����A^���0���21�	+�ªI�R����	�5>����@T8?��J0�
5_���ª	��¯"�$!%
�>J0����I(@¯50��	�.U����F_	^����������1�	��/�������P8q�+�#�����P��	+������1'J0��	��R�+	���J0�P�+8
Ç!Æ2,]	+�2���0�*./�^I>@����0�D5�	����0��5^�������K���T;
F+J����P«�«+A<���0�RBD	*3>��=
BGJ0B���	*��J0�G��89Å�ÆÐ�q���0�2BK������B2J�B��0����I
	�I0�������6@��+89	#�6@���O�Z.��
�������+�4�9����./���'���W���0���������7���(����������14�)����������J����NA
�����:�����>1'��50J����D���G� ����@_�6��BK����	+�2���_���0�P1'���6�D���
	+1'��A_"���B#��BK=
I��������FX���
	*�K�����E���(����������1)�����+����8W	^14��	+���6��;����#.U�����£�����R@>=6	*3>�?�
F+��� ���������W8�	*�?���G�� �6������� �G��	*����,o��������	D��+���(�!1�	��CI�O�0��	+1'��5����
�����:	�3>���G�����0���������(������F<�����:1'���������������LAª���0���2���OBD	+��� ��5T�\�`���
;
F+J����E«�a>A#MZB#B#��5���	*���'��@<���C�'���������W�6��50�#��8����0���7������(�W	����K�����
��S(J0���+	������(�\������(�)����8
�6.9�7�+8
���0��14��	+���6��;������\8q����BK���0F7�6��50���\��8
�����
����.����U���>� �4���+���AV%9���0����1)�����0F2���0�����4.Q��+���(�����W./���������������Z.��



0 0.5 1
0

0.5

1
T

ru
e 

P
os

it
iv

e 
R

at
e

FP
False Positive Rate

°/h?r±sf�pª²�²
³W»DÏD´Ð´G±sf�Ñp³��Ep��s¶Ckn���¸�p>k
f*¼�µon�´2f*h?g�p�f*h?µon

0 0.5 1
0

0.5

1

FP

Probability Cost Function

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

°/h?ro±sf�p_²�ºL³G´Wµ¼�gD´G±-f*Ñp³��Ep���¶Ck
n���¸�p�k�f*¼�µonQ´2f*h?g�p�f*h?µon

1)�?	+���6��;
�����\���>���'������14�V	+J�����BD	�����1�	*����@OF��������������U14��	+���6��;����]B#���'������F
���0�!¤��'@�BD	��0=N�\��	+�����+�E14�������'�����+�-A
Ý��08?������J���	����'��@(,|	*�����0��J0F��T�����#.9�����(8q�+��1'�EJ�����������	������+��1'�������������+�
1'	+�PI�!5���	����/.U�����:���<1'���6�����
	+1'��,�����5��(���U���+�/��	�� �������7�6��B#�����
�(����J
	*�\��B#�
	�1)�!	+�0�
	������(������"�$!%����
	+1'��AO���0�O.9�����(8q�+��1'�KJ0������=
����	*�����+�ª1'���������������T���!I
	+����5^���C�����G��50��	E���
	��O	R.������(8?����1'�:1�	+�
��	+��5����7	W;�3���5#�>J�BGI�'�V��8\1�	+�����',08q	�14���+��Õ����:��S(J�	��������X«*a>A|�-�
�������_�����D.��+���>8?����1'�EBD	�3>��BD	�����@TI�J��6@^.9�:.U	��(�G���C���'����14�K���0�
I���6�/Õ&1�	������',0	+1)�����'� ��5KI(@GBD	*3>��BK���6����F7���0�U����J��/�� �6������� ����	�����A
�������|���V����	*���?����5RI(@O�����/��S(J
	*�����Z@#1'�+�
5����������D��8-��S>J�	��������P«�a!	+�
5

0 0.5 1
0

0.5

1

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

B

A

False Positive Rate

C

°�h�ro±sf�p_²�ÌL³W»DÏD´¿´2±sf�Ñpo³��©µf��o¹Zµf*j�p��Rg�hqlqhq¼�k0g�h?µon

���������!�������2F+��� ���<I(@P��S>J�	��������_«�Á�,-��J
1���	������0�G50	����0��5E�����0�2���
;
F+J�����«�Á�A]�������\�������V.U�����0I�9����	+���68q�+��B#��5O����	���+���(�\���O���0�U1'���6�
F���	�����J
�6���0F:��S(J�	��������X�D	+��5<���7���0��./�C	+�������2��BD	����]1)����1)���G���
�����!���'8��7�
	��
5<�6��50�W��8V;�F�J����#«'¡0A������!��������� �7�6������W�����0��F 	*��������,
������J��������0FE���T	PÆ!Õ!ÇG�NÖW�/��J0�)�6��5��G�����K�0����BD	*�\���(�������+	��|��8Uí������
�������0��AC¥^�DBK��F+�(�K1'�+�
�6��50�'�2���#	<�(������J
	�����+���(��,]I�J0�G�6������14����@
�����'���7�?�����#14���
�6����	*���>�7Æ!Õ!ÇG��Ø��! dÃK	+��5<���K���0���/�������������'�>�)�/	
�+	�����5E��+���(�/���E���0���������!�����0���������(������FG���0�!14��	����6��;
�'��A

Å�ÆªùUÆ£Ö¯Ç!Æªù/ø¿ï�Õ ��«*a��

Å�Æ Ó Ò ø
Æ ùUÇ!Æ¯Ö Õ

Æ ��«�Á �

�����G¤��'@�BD	+��=N�\��	+�����+�C14�������'�����+�T1�	��CI�G1'�����6��50������5C	:�����14��	��
1�	+���E�+8/.9�����(8q�+��1'�EJ�����������	������+�-,|./�����_�����R1'�+�
�6����	*���(�G���0��@T����=
� ����������8q	������G����6������� ���'AW���#8?����.9�����(8q�+��1'�GJ�����������	������+�T	D�6��BK����	��
�����>14��50J0���/���7���0�U���0��5>����1'J
������5D	�I�����/1'��J��?5KI�/J�����528q�+�V;��
5�=
����F������E	+���0�����0���?	*���<14��	����6��;�����Ad[/���U���
	��G.���J���5¯I�:����S(J0������5
���7���P�'3>�����
5������K�+����F+���
	*�U14��	����6��;������2�+J0�WJ��(�����]�����'@X��	*���G�����
��	+B#�CÆ!Õ!ÇG�NÖW�2�+	���J���	+�R���0�<�>������J�	��7������>��A�Ý���8q������J0�
	*���'��@
���0������+���(�7BD	�@PI�2	+��I�������	�������@<8q	+�7�+J0�)�6��50�W�����O���+��BD	��\��	���F+��,
./�0��1��:BK�������)	������9	+F 	*���
�6�/��	+�6@D�>����J�	�������	��������LA��>�O�����6����	�5DI�'����.
.��!F���� �W	K�6��B#�0���!	*��F+����������BK��1W���+��J������+�-A
�s�D���������7�����!�����+I0����B�	*��F+����������BK��1�	*����@E���E"�$!%d���
	�14��,o	2.�	����
	����+��FD�����2�6�?5����7[W,��,L%���8V���0�O1'���>� �'3P��J����N,������./�X���<;
F+J����
«�Á>,�.��+J0��5£I�:J
����5_���C;��
5T�����:���(����������14��������������>�G.U�����¯�����
1'�+�
�6����	����(��A^[U�O��	+1)�¯�6�����L,\�����R��50F+�#�?�O�'3>�����
5���5^���(����	<�������
	+��5¯���)�G���(����������14�������£��+���(�#.U�����£�����P1'�����6����	����(�#�?�K�����6����5ª���
�����P��87���#I�'�6.9�����¯�����E�Z.��T� �'�����?14���',U�����0���������(������FT1)�?	+���6��;
�����',
���
	*�O50�';����G���0�D�6��50��ADÚVS(J0����	*�����(����@����_1'���6�2���
	�14�K.��K.U	*���^	
�������21'���0����14����5E���D���0�W�>������J�	���������>��	����+��FD�����W� ��������1'����[O,���,



-0.75 -0.5 0 0.5 1
0

0.25

0.5

A

B

C

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

Probability Cost Function

°/h?ro±-f*p_²(Þ-³2´Oµ¼�gR´2±sf�Ñpo³��©µf��o¹Zµf*j�p��Rg�hqlqhq¼�k0g�h?µon

%���89���0�2����.����!���>� �4���+���,s������./�X����;
F+J����E«'¡0AG[U����	�1��T�6���'�-,
���0�R�6���+��:��8/�����K�������D�?�W�����6����5^���������#��8/���2I�'�Z.������T���0�K�6.9�
���������',������0���������(������FC14��	����6��;
�����',����
	������0FC���0�E��	�B#�:� �'�����'3oATM6�
I�����D���
	+1'���V���0��	����0����������	*����14��	+���6��;����9���|8?��J0�
5G./���'�D���0�U�����6�
���2��J
1�1'�����68qJ0�vACM6�ª1'���6�#����	�1'��,|�(������J
	*�U��+���(�)�21'	+�ªI�R	*���+��50��5
��8].��O����	�����	+��F+�2���0�W���'��BD�/��89��S>J�	��������T«�ÁD	+�
5<��J0I
�6������J0���!8?���
���0�EF+��	�5������(�#��87��S(J�	��������£ÂC������J��������0FC���¯��S(J
	������+��«'¡0A£���0���
1'	+�¯I�E����������5T8q���#��	�1��¯������>�G���ª�����#����.����#���>� �4���+���Aª�>�X	
.�	����Q	*���+��Fª� ��������1'���:[W,���,�%��+8W���0������.��'�E���>� �'���+��P.���J���5
�0���>50J�1'�9������14��	����6��;
�����]�����0���������(����5WI>@W���0�����+����52�������������2;�F�J0���
«'¡0,
���
	+�0�0����F��6J
�6�/���0�7���+��BD	��L�����+I
	+I��������Z@�=Z1'���6����	*��J0���'A

øPà#c Õ�t Ó#" « Ò Õ
Æ Ö&� ø Æ Ò «���Ç!Æ�$�Æ!Õ!ÇG�NÖW�Ö¯Ç!Æ ��«'¡>�

MZ�:�����?�/����1)�����+�E.��!��	�� �!������./�R���
	��/���0�!1'� �6��F+��	+���L,
1'	+�E���'�0=
���������(��B#���6����8\�����O	�����������	������ �WB#�'������1���5�����1'J
������5PI>@:�|������� �6�
	��
5T�	�.�1'�'���Ec «�Ã�tvAC���0���O���W�����K��J0���������6����F�F+��� ���T���0�D50J�	������6@
I�4�6.��'���T�����#�6.9�X���
	�14���'AX��J0�O�����D5>��¦o�'�����(�G�����0���������(�)	������+�
�
��	�� �75>��¦o�'�����(�U���(��J�������� ��	+�0���	��vAV%9�����)	*������@:8?���������75�������14�U���'�0=
���������(�)	��������Q��8W1'� �6�)�',/���0�<1'� �6�RF+��	+���d������BD�G�����<B#���6�#���>��J�=
������� ��A9÷���.��'� ���/.��W�
	�� �W	*�?���R�����'�E���
	*��8?��������B#�!B#�'������1��U�������
���0�O.9�����(8q�+��1'�KJ�����������	������+�T1'���������������������O"�$!%�F+��	+�0�X�0���*�>��5����
I�4�������/�>����J�	�������	��������LA

2.2.3 Averaging Multiple Curves����F+J����#«*¢G���0��.��/�Z.��K"�$!%Q1'J0��� ���',����R8�	+14�714���>� �'3R�>J0�����',����'�0=
���������(����5#I>@O������50	�������5G�����0���'A|MZ8����������	��������0��������J0������8L����	*���0=
���0FP	R14��	����6��;
���W�+�^5>��¦o�'�����(�7��	+��50�+B¿��	+B#�������',s�+�!����B#�2�+���0���
1'	+J
���G�+8V��	+�
5���BÐ½
J
1)��J
	������+�X���<�����2�����8q�+��BD	+�
14�G�+8�	:�6���0F+���
1)�?	+���6��;
����,����0�'���K	�� ����	�F��E1�	+�¯I�:J�����5¯	��K	��¯���6����BD	*���E��8����0�
1)�?	+���6��;
����� �:�430���14����5ª�����8q�+��BD	+�
14��A&�����'���P�?�#�0�^J������ ������	�����@
	�F�������5�=NJ���+�TB#�'�����>5��+8�	�� �'��	+F+���0FP"�$!%©1'J��������'A:�>.9�'�)�W	+�
5
�]��1)���'���2c «�Á�t���J�F�F+���6�/�6.9�KB#�'�����>50�',���(�+������FD	+��5ª)	�� �'��	+F+���0F ®�,
	��
5Q�|������� �6�P�4�P	*�NAëc «�«4tW������������^	���	����������
	*����� �^	�� �'��	+F+���0F

0 0.5 1
0

0.5

1

False Positive Rate

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

A

°/h?ro±sf�p_²�ðL³OeDÑp�f*k0r
p<»DÏD´ò´G±sf�Ñp�¼

0 0.5 1
0

0.25

0.5

Probability Cost Function

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

°/h?ro±sf�p_²�öL³!eRÑp�f�k�r
p�´Oµ¼�gR´G±-f*Ñp�¼

B#�'���0�>5LA
�����U�|���*� � �6�V�'�V	��vA]B#�'���0�>5O���\���7����F 	���5&%, ���'���������9����J0�U�� �6��=
����� �/��	�����,�	+�9	�8?J��
1)�����+�'�s,(�0�����U�����U8�	*�?������ �6������� ����	�����,>	��
5G���
1'�+B#��J0���������!	�� �'��	+F���%D�+	���J���8q���/��	+1)�(�P�+	���J���A|��������	�� �'��	+F��
���/������./�<	��/	K�������?5E�������7���E;�F�J0���G«*¢(,�.U�����P��	+1)�P���������'3R1'�+�����'=
�������5�����F����W	�� �������'3O8q���+B������U�+�V���������]��8�����/5�	+������5G1'J���� ���'A
����F�J0���C«�b����0�*.��O�����R��S(J0����	*�����(�2�Z.��X1'� �6�#1'J���� ���',\����.9���K����=
� �'���+����',\�����0���������(����5^I(@������D50	�������5C�����0���'AE�����D���+����5T�����0�K���
�����!������J0�����+8\�����W��	�B#�W	�� ����	+F�����F#�����>14��50J0���OI0J0�)%:	+��5(��	+���
����.Q���0��1'���6�����
	+1'�!	�3����'A]MN8-���0�7	�� ����	�F��!14J���� �/���:"�$!%�����	�1'�



���!����	+���68q����B#��5C���<1'���6�K����	�1'�K���0�D50�+������5X�������D������J0���)�'AP�>��BK��=
��	�����@(,+�����950�+������5W�������9���W;
F+J�����«�¢/���s�����V������J0���]�+80����	+���68q����BK���0F
���0�W	�� ����	+F+�O1'� �6��1'J0��� �����(���K"�$!%Q���
	�14��A����0�W1'J��������U	+���W�����
���0�W��	+B#��A
���0�^����	+�����&���������^	�� ����	+F�����F¯B#�'�����>50�E50�¯�����P�0���>50J
14�X���0�
��	�B#�D������J0���W���W����	��O�����'@C5���¦o���W���T����.¬��+���(�)�!���_���0�D1'J������
	����7��J��9���(���G14������������+�
50�'�
1'��.U�����R��+���(�)�9���D�������+���0���U1'J0��� ��A
�����\������"�$!%_1'J0��� ����������(�)�]1'�+�������������52��8�����'@O�
	�� �V�����U��	�B#�
Ç!Æ¯��	*��J0��A������s���0��1'���6�|1'J���� ���-��+���(�)�\1'�+�������������5W��8����0�'@!��	*���
���0�/��	+B#��Æ!Õ!ÇG�NÖW�-�+	���J��+, �vA �+A�./�����RÆ!Õ!ÇG�NÖW�L���\���KI�+���G���0�'���
�+�����	������0F^��	+�0F����'ATMZ�G���2������J�BK���
	*������F<���X���(�+�ª	��G���0�E5��+������5
�������#���T�����K���+�_����F��(�G��	+��5T1'�����0���O�+8U;
F+J����<«*¢(A������D� �'�����'3
��	�I�'������5T�[�®����|���0��������J0������8s	�� �'��	+F+���0F2	!�0���0=v�������(��	��1)�?	+���6��;
���
�+�!�����]J��0����s14J���� �\.U�����O	U�������(��	���14��	+���6��;������+�W���0�\����.9���\1'J0��� ��A
��������	�� �'��	+F��7�)	�� ���9���(���#	�1'1'��J0�>�U���0�7����'��	�������FK��	���F+���U�+8����0�
1)�?	+���6��;
�����V	+�
5O�?�]�6��F�����;1�	��>����@K5���¦o�������(�\8q���+BH	7�6��B#�0���/	�� ����	+F+�
��8\�����!14J���� ���'A
���0�#1'���6�WF���	+�0�^	�� �'��	+F��G�
	��!	D� ����@X1)����	+�!B#��	��0����F�,L���7�������0�
	�� �'��	+F��<�0����BD	*��������5£�'3����14����5£1'� �6�:	�����J0BK����FC����	��#���0�<14��	��6=
�6��;����GJ�����5^8q�+�G	<F+��� �'�¯Æ!Õ!ÇG�NÖW�7�+	���J0�K�?�W�����DI���6�G	���	*����	�I0���
�+����Aª¤��+�)	�I0��@T�����R�|������� �6�#�'�#	��vAª"�$!%¬	�� ����	�F+����FCB#�'�����>5o,
����5���1�	�����5:I(@K������50��������5:14J���� �/���R;�F�J����O«�b>,�F����������0��F��0�����0����=
BD	*���?����5ª�430���14����5_1'���6�)�28q�+�GBD	+�(@TÆ!Õ!ÇG�NÖW�!�+	���J0���'AC���0���O���
5�J������2�����!	�� ����	�F��7���
1)��J�5�����FK	��U����	��6������B#�7��J�I��������BD	��-14��	��6=
�6��;������'AU�\�(�+������F�,o���/�+���0����B#�'�����>50�/��8|	�� ����	+F�����F#"�$!%Q1'J��������
���+A F�AV1)�0�(� �6����F#1)�?	+���6��;
�����/I
	+����5:�+�EÅ�ÆW�),(.U�����s	����-�����>5�J
1'�!5>��8?=
8?�������(�/������J����)�',0	��
5R	����LF+��� �7����F+�����9������BD	*���?����5R�'3����1)����5:14� �6�)�
14��B#�
	�����5R���2�����W1'���6��F+��	+�0�<	�� ����	+F�����FKB#�'���0�>5LA
¥d�����£���6����BD	�������FX�����P�'3����1)����5¯��'��8q����BD	��
1'�<��8W	^1)�?	+���6��;
���
���0�G	�� �'��	+F��2�����+J0��5PI�OI
	�����5��+�P�����O���'����14�����+�C�0���>1'��50J0���O�vA ��A
�0��.`�����21'J���� �W.U�����9J�������BD	*���'��@<I�GJ�����5����:���'����14�O	��X����5����(�?5>=
J�	��]1)�?	+���6��;
����A7���#8�	���,.��W�
	�� �O1'�+B#�
	�����5<1'J��������/.U�����0��J0���'3>=
�����?1)������@<B#�'�>�����+�0����F#	#���4����14�������X�����>1'��5�J�����,�I�J�����B#�0����14������@:.9�
	����#	�����J0BK����F:���0�K���'����1)�����+�T�����>14��50J0���G�������'�����(�7���CJ��6���0F:���0�
����.��'�����>� �'���+��!�+8]�����W1'���6��F+��	+�0��	+�
5R�����!"�$!%Q1'���>� �43E�>J0���vu
���0�D��+���(�K���'����1)����5T�?�W�����D���0�R����	��O���2��������BD	��98?���O�����DF+��� ���
Æ!Õ!ÇG�NÖW�U��	*��J���A!MZ�P���0���71�	+���2���0�K	�� ����	�F��GI�	�����5<�+�X���0�2�0����=
BD	*���?����5^�'3����14����5C1'� �6�O���W	+���0�����0���?	*����A:���0���O50�(���!�����OB#��	+�
�0��.���� �'�K���
	��K�+�����'�D	*������	+F+���D	+���E���
14��������14��A�Ú9	+1)�¯���DI�	�����5
�+�P	25���¦o�������(�/���'����1)�����+�P�����>14��50J0����./�0��1��:.U�����sI��	+���0�����0���?	*���
8?���/5>��¦o�'�����(�U�����8q�+��BD	+��1'�71'������������	>AV�|���*� � �6�/�4�/	��vA�� ��	�� �'��	+F+���0F
B#�4�����>5#�?�/	��������+������	�����./�����R�����7�����8?����BD	��
1'�!14�������'�����+�<1�	*�����
8?���#1)�?	+���6��;
���#���4����14�������¯I
	�����5ª�+�£Ç!Æ2,|��J
1��ª	��2���0�R¤��'@�BD	+��=
�\��	+��������14�������'�����+�-A

2.3 A Suboptimal Selection Procedure¥^�G��	*�����ZJ
�6�W�����'�X����	��W5>��¦o�'�����(�!	�� ����	�F����7��8V�Z.��P14J���� �������'=
��J����U8q����BÈ5���¦o�������(�/���'����1)�����+�E�0���>1'��50J0�����',050J0�����W�����75>��¦o�������(�
.�	�@�����8o50��14��5�����F/./�0��1��G��+���(�\�+�G���0�U1'J0��� �V.U�����
14������������+�
5O���
./����1)�:��+���(�/���:	+�����������/14J���� ��A\[����'����14�����+�P�����>1'��50J��������U	������
�0��1'������	���@D���G1'�+B#�
	������6.9�G14J���� ���9S>J�	+�(�����)	������ �'��@(,>�6����1'��I(@K���)�
������@<�
	*��J����GS>J�	+�(�����)	������ �21'��B#��	+�������������>� �+��� ������J�B#BK����FK���0�
5>��¦o�������
14�7���E�����8q�+��BD	+�
14�7�+8|1'�+�������������5�����FG��+���(�)�'A
���0�G���4����14�������XB#�'�����>5:����	�������B#� �6��1'�+B#B#���0��@RJ
����5E���X1'�+BK=
��	+������FU����	����0����F�	���F��+��������BD�L���L�
	+��	�B#�'������=NI
	+����5LA-�
�+�-�'30	�B#�0����,
��J0����������+����.U�����0���V���O1'��B#��	+���U�6.9�O����	����0����F2	���F+����������BD�V	+�
5
����	���	+�O"�$!%C1'J0��� �\�?�-F����0����	�����5!8q�+����	+1)�2	���F��+��������B©I(@7J0�
5�����=
��	�B#�0������F������*� �'����	+B#�0������F/����1'����	*������	�������J
�s14��	�������	��������s���!���0�
����	*���0����FO���'��A|�]@0����1�	�����@(,(���0��.9��J��?5D1'�+B#�
	����/���0�/�����8q�+��BD	+�
14�

0 0.5 1
0

0.5

1

False Positive Rate

T
ru

e 
P

os
it

iv
e 

R
at

e

60

11

5.1
1.8

0.82
0.35

0.2
0.089

0.017

A

B

°/h?ro±sf�p_²0üo³!»DÏD´Ð¹Zµ
fEñoµon-k
f+*Rk�g�k

�+8������R14��	+���6��;������K�����>5�J
1'��5ª�+�_�����R��	+B#�D����	����0���0F^���'�)�'u#�������
����1����(� �6���0F2./�0��1��:������>�)�V���R��	�1��R1'J���� ��1'��������������
5DI
	+����5D���
�����WJ0�
50�'����@>����F#��	+��	�B#�'����������	���F����0����	�����5<���0��B���	����0��������	+�
���K���0�'���9�+�����	�������FW��	���F��+A]MZ�VBK��F+�(�V��	+�0����G���
	*��	*��F����������0BÈ[
����	����0��5E.U������	D¢>u�«O��	������D�����>50J�1'����	D14��	����6��;
����.U�����P�����O��	+B#�
����'��	�������FX��	+�0F��P	+�O���0�E14��	+���6��;����K�0���>50J
14��5_I>@T	���F��+��������B �
.U�����R	#«�Ã�u�«7��	*�����0A|���0����14��J0��5#������@KI��50�'������BK���0��5KI(@2���(���(����F
	��������O1'�+�����'3P�>J0���s�������0�O����.��'�7���>� �'������!���<�����'�������������14����� �
���
	+1'���'A
�����U8q	�14�]���
	*�]�����U��������BD	���14��	����6��;
���|8q�+�9	7��	+������1'J0��	���Æ!Õ!ÇG�NÖW�
�+	���J��O�?�7�0�+������1'������	+������@C���0�2�+���K�0���>50J
14��5<I>@<	R����	��������0FE���4�
.U�����O���0�9��	�B#�UÆ!Õ!ÇG�NÖW�1)��	+��	+14���������6����1����?�L������J
�6����	*����5!���W;
F+J����
«* (,(./�0��1��D������.��V"�$!%_1'J0��� ���\8q���|�����/���+�
	+�95�	*�)	!���'�V8?����B������
Ý!%9MW14�+������14��������c «'tvAT���0�D��+���(�)�2�����0���������(����5TI(@T1)����1)�����',�	��
5
1'�+������14����5DI>@R�������?5D�����0���',�.������7F+�����'��	�����5RJ
�6����FK%9¡0A ¢:�����'����	+���
 GJ
�6���0FK����8q�+��BD	��������<F�	����o��B#�>5���;
��5R���D	�1'1'��J0�>�/8?����1'� �6�)�O��I>@
	������������0FC�����:��	*��J����2�����6�?5��<%9¡�A ¢X�������������'�>�����0FC�0�����+���)�)A¯Ú9	+1)�
��+���(�U����BD	+��� ��5D.U�����:���0�7�����+I
	�I0�������Z@>=614� �6�/��	������KJ�����5R���2������=
50J�1'�E����AdMN8����0�P�����+I
	+I��������Z@�=Z1'���6�D��	������^���E«�«<	��#�����:����B#�:�+8
	+�0�0����1�	������+�-,98?���K�43�	�B#�0����,|�
	���	+B#�'���'��=ZI�	�����5ª���'����1)�����+�£.9��J0��5
���'����14�K14��	����6��;
�'�#[O,]�6����1'�#���2.U	+�2�����>5�J
1'��5TI>@T	E����	����0���0FC���4�
.U�����<	:«+«�u�«W��	������0A
Ý7�6���0FR���0�K1'�+�����'3<�>J0���|���'����14�����+�^B#�'���0�>5L,�����25�	+������5<�������G���
;
F+J����7«� >,>14��	+���6��;������|.9��J��?5KI�/���4����14����5#	�1'1'����5>���0F7���7�����/�6������
�+8���)�|�6��50���'A|�����?�\.��+J0��5K������J����|���G�����U�430���14����5K1'���6�����0��./�#I>@
�����!����.��������>� �'������+,
�����O5�	+������5E�������W���P;
F+J����#«�Â>A�MN8\�����6����	�5o,
�����:14��	����6��;������K	+���E1)�0� �����¯	+1�1'����5>����F��������0�D������I�	+I��������6@>=Z1'���6�
��	�������������J��2���������:14��	����6��;�����,V���0�E�������?5_�������:���G�0���>50J�1'��5LA^[
�����+I
	�I0�������Z@>=614� �6�P��	*�����-,ë���E14���>� ��������5¯���£	¯Æ!Õ!ÇG�NÖW�G�+	���J��
J
�6���0FC�����PÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó « ì ��«!Ö�,!�)A¯M6�£1'� �6�R����	�1'�+,U14��	����6��;����
[È.U������I�:1)�0� �����ª./���'��Æ!Õ!ÇG�NÖW� Ó « ì ��«�Ö`«+«��2	��
5ª14��	����6��=
;
�'����./�0���CÆ!Õ!ÇG�NÖW� Ó « ì ��«UÖd¢>î�«*�),s	+�7������./������;�F�J0���:«�Â>A
%9�
	���F����0FK8q���+Bò1)�?	+���6��;
����[����#1)�?	+���6��;
�����d.��W	�����J0B#�!�>1�1'J0���
	��!���0�GBK��5�=N������(�!��89���0�����G�6.9�E�0����I
	�I0�������6@>=Z1'� �6�W�+	���J����'A#�����
	+����	WI�4�6.��'���K���0���914J���� �/	��
5G�����U����.����V���>� �'������/���V	!B#��	+��J����



0 0.5 1
0

0.25

0.5

6.1

A
B

1
12
1

Probability Cost Function

N
or

m
al

is
ed

 E
xp

ec
te

d 
C

os
t 

°�h�ro±sf�p_²�ÿL³2´Oµ
¼�gK¹Zµ
fEñoµon-k
f+*Rk�g�k

��8\�����W	+5�5�����������	��]14� �6���+8]J
�6���0FK���0���/���'����14�������������>14��50J0���!�������
���0�G�+�0����BD	��]�+����A2�����2�?	���F��#5>��¦o�������
14�#	��7���0�2���'8��W�
	+��5�	+�
5
����F+�>�O��	+�
5C�6��50���7���W50J��2���E�����OJ
�6����FE���0�KBD	*�6�������Z@^1)�?	+���6��;
���
	*�����0�!	+�0�����+������	����!����B#��AV���0����������.��/���0�!14����	���5>�?��	+50�+	+�(�)	+F+�
��8]J
�6����FK	K14��	����6��;
�'���+J0�)�6��50�7���)�U�������	*������F#��	+�0F���A

3. LIMITATIONS AND FUTURE WORK$��0�P����BK���)	*�����+�d�+8����0���K.������,U./���?1������D1'��B#B#�+�£���X���
	��R��8
"�$!%_	��
	���@0�6���',(���|���
	*�].��/�
	�� �U�0�+�|���>� ���6����F�	�����5G���0�/�6����J
	������+�
��8�B#�+���O����	+���6.��:14��	��������'AK[/�����0��J0F��������W�?5���	��!���0��J��?5�����	+5�=
����@X�'3>�����
5<���:���0�����K�+�!B#�����K1)�?	+�������',����0�KBD	����C	�50�+	+�(�)	�F��K��8
�������U	+���0��� 	+1)�R�?�9���U��	����!�+8s�>J�BD	+�DJ0�
50�'���6�)	+�
50	+I��������6@(A�÷���F��0���
5>��B#���
�6������	��/8qJ0�
14�����+�
�D	+���P�0�+���+�����+J
�6��@�5��/.D1'J����G���T�(�?��J�	��������
	��
5P�����W�>J�B2I���/�+895���B#�����6���+�
�U���
1'����	+�����7S(J
	+50��	*���?1'	�����@<.U�����
���0�2�>J0BGI���U��891)�?	+�������'A!�7J0�!���K�����250J
	*�����Z@PI�'�Z.����'�P�����!�6.9�
���'�����������(�)	*�����+�
�9���0������BK��F+�>�9I��������������B#�������V���RJ
�6���0FO�+�����������
���0�/�+�����'�|���G�����?�|�6����J
	*�����+�-A]÷��*.9��� ����,���8���0�/�0��F��D5>��B#�'�
�6������	��
����	�1'�P1�	+�£I�E�������6��14����5£���(���^	��6.9�T5���B#�����6�����
	*�����
	�14��,9���0�
��B#�0��������5TJ���50�����6�)	��
5�	�I0�������6@^.9��J��?5ª	�F 	����£I�:	��¯	�50�+	+�(�)	�F���A
[������������G����BK���)	��������ª���G���
	*�K.��:�
	�� �R���+�G���>� ���6����F�	�����5¯�+���0���
14��B#B#������@WJ
����5GB#�4�����?1'�s8q���]���+	���J�	�������F!1)�?	+���6��;
���V�����8q�+��BD	+�
14�
��J�1)�d	��#����8���A�$����P���(���������6�����0Fª	*�����>J��P��8!8qJ0��J0���<��������	���1)�d���
./�0�'�����'�������0�+�����0������	+���!	*�����'���
	������ ��50J�	�������������I
	�����5D�+�E��J�1)�
B#�4�����?1'�'A

4. CONCLUSIONS�������/��	+����U��	��U5���B#�����6����	�����5:	+�P	*���������
	*�����������G"�$!%d	��
	���@>=
�6���',�./�0��1��2�����0���������(�)�L���0��1'���6�\�'3��0����14������@(A�MN�s��	������0�*./�W�����'���|���
	D��+���(�4Y*�������G50J�	������6@<I�'�Z.����'�����0�O�Z.��R���������������(�)	����������'AW���0���
	*������.��]�����/1'���6�V���'�����������(�)	*�����+�K���7BD	����(�)	����2BD	+�(@W�+8���0��"�$!%
���'�����������(�)	*�����+�-� �K	+50�+	+�(�)	+F+���',\./�0�����EBD	��>���0FP���������+�
�2��J
1��ª	��
�+�����	������0FK��	+�0F��!�(����J
	�����@:14����	+���'��AVMN��	������#	*������.��U��������	��6@:1�	���=
14J0��	����������+8W���0�^S(J
	��(�����)	*����� �X5���¦o��������1'�CI�4�6.��'����14��	����6��;
�����'A
���0�K8�	+14�W���
	��!���0�G�6.9�P�����0���������(�)	����������2	����D50J�	��|���������������(�)	�=
�����+�
�/BD	+� ���9����J��0����1'������	+��@R���#1)�0�(� ���W���0�W�������U�����7����������,
	��
.9�!�
	�� �!���0��./�E�������U��	+�6@:���#�6.U���)1��PI�'�Z.������:�������Z.��0A

5. ACKNOWLEDGEMENTS¥T�/.��+J0��5#����� �/���W���
	+�0�2���0�������(���'.9�����98q�+�9�����'���V��	*��J�	+I�������J�F�=
F����6�����+�
�|	+��52������¤�	���J0��	��
�014������1'���]	+��5GÚV�0F+�����'��������F7"�������	���1)�
%9��J0�
14���s�+8|%�	��
	�50	G8q�+�/;��
	��
14��	��s��J��0�������A

6. REFERENCESc «4t2%�A�w|A��9��	�� �O	+�
5E%�A10>A¨P����í�A0Ý!%9M9������ �6��������@:�+8
BD	�1��0����������	����0����FK5�	��)	�I
	+�����',
Ý��0��� �����6���6@R��8|%�	�����8q�+���0��	�,
M6���(������,�%�[ A
.U.U.!A ��1��'A J�14�vA ��50JY32�BK����	+���
Y+¨Pws"�������6�����+��@(A �>��BK�v,�«����+Â�A

c a�tWwVA0�����'��BD	+�L,10�A0÷2A0�
������5�BD	+�-,�"WA0[OA
$��?���0���-,0	��
5<%�A40�A
�>�����0��A|y]���3565 � 7 ~���� � {+}C�+}
�+8��v�+���9565 � {+};:������95�A
¥_	�50�6.��+�����-,0���'��B#���(��,
%�[O,L«���Â�¡0A

c Á*tW�]A0�7�+BK���0F����'A
¨P�'�)	+1'� �6��u9[�F+�����'��	���B#�4�����>5#8q����BD	+�(����F
14��	����6��;
������1'���6��=6���'�
�6������� ��A
MZ��<|��{�~)����� � }>�352{>=!�@?���A � ='�@?
�)}
�N�4�)}��� � {�}���9y|{�}B=��4���4}~)�G{+}DC7}
{3E/�������(�GF � 54~){IH+�4�9J:�+}
�F!���v�'K � } � }>�+,��
	�F����!«*¢+¢�ó�«�b+¡�,L¨P���0���K�]	����,%�[W,-«������>A
[�[�[�MV�|�������'A

c ¡�tO��A��	�.�1'�'����	+��5E��A��|���*� � �6��A
%9��B2I0���0���0FK5�	*�)	GBK���0����F
	+�
5RBD	�1��0����������	+���0���0FK8q���/�'¦o��14����� �!J
�����U�0���+;0�����0F0A
MZ�<V��{�~4����� � }(�352{>=!�@?��ML��~�{+}
�#�)}��N�4�4}
��� � {+}
���9y|{+}N=��4���4}
~4�2{+}C7}{3E/�������(��F � 54~�{3H+�4�OJ:�+}�'F!���v�'K � } � }>�+,0�
	�F����/Â�ó
«�Á>,
¨P���0���K�]	����o,
%�[O,L«��+��b>Ao[�[�[�M|�V�������'A

c ¢�tO��A��	�.�1'�'����	+��5E��A��|���*� � �6��A�[�50	+����������8q��	�J
5P5��'����14�������LAP({+�>�4}
����{>=�F7���v�QK � } � }(�D��}�'C7}{3E/�������(�MF � 54~�{3H+�4�OJ+,
«�u�«���¢�ó�a(«*¢(,\«����� >A

c b*tO¨^A�§!J0I
	���,�"WA%�A0÷���������,	��
5P�A
¨<	*�6.U���-A�¨<	�1��0���0�
����	+���0���0FK8q���U���0�!50�'����14�������P��8]�+���������������U���<��	����'���������W��	�5�	��
��BD	�F����'A�K�� ~R? � }o��SL���+�4} � }>�+,
Á�Ã>u�«�� ¢�ó�a>«�¢>,]«��+��Â>A

c  �tWwVA0��A�w-J
�6����5oAo�)}��q��{��+�0~�� � {�}^�v{'KX��� � ~�����FW��~ � 5 � {+}K��3T � }(�+A
%9��	+��������%�A�������BD	+�',����������0F+;�����5o,�MZ�������0�+���',s«���b+Â�A
c Â*tO¨^A��]	�í�í�	+���v,o%�A¨P�'��í�,��\A�¨PJ����0�>@(,�§KA0[����v,���A
÷�J0B#��,

	+�
5E%�A
����J0���A�"���50J
1)���0FGBK����14��	����6��;
1�	���������14� �6�)�'A
MZ�<V��{�~4����� � }(�352{>=!�@?��MUV���9H+�4}
�@?D�)}
�N�4�)}��� � {�}���9y|{�}B=��4���4}~)�
{+}VK�� ~R? � }�MSL���+�)} � }>�+,
��	+F+����a>«* �ó�a+a�¢>,-��	+�:�
��	+��14����1'�0,
«����� >A
¨P����F 	��<§W	+J�8qBD	+�0�-A

c �*tW��A��|���*� � �6��	+��5E��A��	�.U1'�'����A�[���	���@0�6����	��
5R�>����J�	�����í�	��������
�+8]14��	+���6��;�������'��8q����BD	��
1'�+uV%9��B#�
	����������<J���50���V��B#�0����14�����
14��	�����	+�
5:1'� �6��5����6������I�J��������
�'A0M6��<V��{�~)�)��� � }>�352{>=!�@?��:W? � ���G�)}
�N�4�)}�+� � {+}�+�Vy|{+}N=��4���4}
~4�2{+}VC7}{3E/�������(�F � 54~�{3H+�4�OJE��}�'F!���v�'K � } � }>�+,��
	�F����/¡ Á�ó(¡�Â�,o¨P�������K�]	+���,
%�[O,L«����� >A
[�[�[�MV�|�������'A

c «�Ã*tW��A��|���*� � �6��	+��5E��A��	�.U1'�'����A0"���I�J��6��14��	����6��;1'	��������
�6@��6���'BD�98q���U��B#������14�����!���>�>�����+��B#���(�)�'A�M6��<V��{�~4����� � }(�35O{>=
�@?��MA � =4�N�)�4}��@?�X���� � {+}
���Vy|{�}B=��4���4}~)�G{+}�Y��4� � 7 ~ � ���
�)}
�N�'�q� � �(�4}
~)�4,���	+F����� �Ã�b*ó> >«�Á�,L¨P�������G�]	+���,%�[W,-«����+Â�A
[�[�[�MV�|�������'A

c «�«4tW��A��|���*� � �6��,���A
�	�.�1'�'����,�	+�
5R"OA0§!����	��>�vA������W1�	+���
	+F 	*���
�6��	�1�1'J0��	�14@:���6����BD	������+�E8q�+��14��B#�
	�������FG���
5�J
14�����+�
	���F��+�������0BD�'A
MZ��<|��{�~)����� � }>�35O{>=!�@?��MA � ='�N���4}
�@?
�)}
�N�4�)}��� � {�}���9y|{�}B=��4���4}~)�G{+}DK���~R? � }o��SL���+�)} � }(�+,
�
	�F����
¡ Á*ó ¡ Â>,L�0	��E�
��	��
14����1'��,s«��+��Â>Ao¨P����F�	+�<§W	+J�8qBD	����-A

c «*a�t
0�A
[WA�(.��'�)�'A�¨P��	+��J�������FK���0�!	�1�14J���	�1)@E��8|5���	+F+��� �6����1
�6@��6���'BD�'A�L
~ � �4}~)�4,a�¡ Ã>u�«*a+Â�¢�ó�«*a+�+Á�,|«��+Â�Â�A

c «�Á*t
0�A
[WA�(.��'�)�/	��
5:"WA�¨^A��]��1)� �4����AWUZH���� �0��� � {+}C{>=
� � ���+}
{35)� � ~
56J35)�N�9[
5
\][D�'�@?>{��I5Z=4��{3[^5 � �+}
����� �'�N��~�� � {+}
�@?���{+�9J�Ao[�1�	�5���BK��1��V�������',
¤��4.`_9�+���o,L«��+Â a(A


